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Zusammenfassung

Behandelt werden die Moglichkeiten zur Einbindung von Impfstrate-
gien in das stochastische SIR-Modell, zur Modellierung von Hetero-
genitiit in Impfmodellen und zur Schitzung der Impfwirksamkeit (bei
Individuen).
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1 Einfiihrung

1.1

Impfungen in Deutschland

In Deutschland ist die stéindige Impfkommission (STIKO) des Robert-
Koch-Instituts fiir Impfempfehlungen zusténdig. Generell gibt es in Deutsch-
land (anders als z. B. in den Vereinigten Staaten) allerdings keine Impf-
pflicht.

Aufgrund medizinischer Indikationen und zugleich in Betrachtung der dro-
henden direkten und indirekten Kosten eines Epidemieausbruchs, werden
von der STIKO Impfempfehlungen ausgesprochen. Diese beschreiben wel-
che Personengruppen gegen welche Krankheiten geimpft sein sollten.

Fiir die folgenden Krankheiten gibt es Impfempfehlungen:

Cholera

Diphterie

FSME (Meningoenzephalitis)
Gelbfieber

Hepatitis A/B

Influenza (Grippe)
Mumps/Masern/Rételn (, MMR*)
Pneumokokken

Poliomyelitis (Kinderlihmung)
Tetanus

Tollwut

Tuberkulose

Typhus

Varizellen (Windpocken/Giirtelrose)

Von den, mittlerweile in Europa ausgerotteten, Pocken und der Pest abge-
sehen, sind in dieser Liste also zahllose ,, Menschheitsgeifieln“ versammelt.
Doch auch die ,harmloseren“ Infektionskrankheiten wie die Grippe darf man
nicht unterschéitzen: Diese Krankheiten richten als Epidemien oft enormen
6konomischen Schaden durch Arbeitsausfille und medizinische Versorgung

aln.

Vorwiegend o6konomische Probleme im Zusammenhang mit Impffrage-
stellungen treten auch in der Agrarwirtschaft und der Computertechnik
(dort: Impfung = ,, Virenscanner aktiviert“) auf. In diesem Seminarbericht
wird die Betrachtung okonomischer Aspekte jedoch aufier Acht gelassen.



1.2 Sinn und Zweck von Impfstrategien

Impfstrategien in stochastischen Modellen werden hauptséichlich entwickelt,
um

1. aus den Informationen einer Epidemie den mindestens zu impfenden
Bevolkerungsanteil zu schitzen, ab dem ein grofler Ausbruch unméglich
ist.

2. die Auswirkungen von Heterogenitéit in der Bevolkerung auf die Wirk-
samkeit der Impfung (zur Vermeidung einer Epidemie) zu analysieren.

3. die Analyse der Wirksamkeit (auf das einzelne Individuum) einer neu-
entwickelten Impfung zu schétzen.

Dabei ist die Theorie der Impfstrategien relativ leicht mit dem — um Hete-
rogenitit erweiterten — SIR-Modell zu erkldren.

1.3 Uberblick

Der Vortrag beginnt daher mit der Einfithrung geimpfter und ungeimpfter
Anfalliger in einem Multityp-SIR-Modell. Zentrale Aufgabe ist hierbei die
Schatzung des kritischen Impfanteils v..

Finige Simulationen zum Thema ,,Impfstrategien in Haushalten® sollen dann
verdeutlichen, dass auch Bevolkerungsstrukturen mit Impfstrategien erfass-
bar sind. Gleichzeitig zeigen einige Simulationen, in welcher Weise falsche
Annahmen vor dem Impfen sich auf den Gesamtschutz der anfilligen Bevilke-
rung auswirken.

Im letzten Abschnitt werden dann Moglichkeiten zum Schétzen der Wirk-
samkeit einer Impfung (beim einzelnen Individuum) erldutert.

2 Impfung im SIR: Grundlagen

2.1 Definitionen und Begriffe

In einer Epidemie mit SIR Struktur, E;, ,, (X, I), sind zu Beginn der Epidemie
m Infizierte und n Anfillige. Kontakte eines Anfilligen zu einem spezifischen
Infizierten finden exponentialverteilt mit der Intensitdt \/n statt, und eine
Verteilung I entscheidet iiber die Liange der Infektion bei einem Infizierten.
Aus den Daten der Epidemie lésst sich dann die Basis- Reproduktionsrate
Ry bzw. 0 schitzen. Dies ist sowohl fiir eine vollstdndig beobachtete Epide-
mie als auch fiir eine nur in der Endgrofie beobachtete Epidemie moglich.
In der (groien) Bevolkerung sind einige Anfillige geimpft und andere nicht.
Der Anteil der Geimpften gegeniiber allen Anfilligen sei v.
Die Impfung reduziert die Ubertragungsrate fiir Geimpfte auf A\(1 — r)/n



gegeniiber A/n fiir die ungeimpften Anfilligen. Damit ist r die relative Ver-
ringerung der Ubertragungsrate der Krankheit, auch als Impfwirksamkeit
bezeichnet (zunéchst wird sie als bekannt vorausgesetzt). Einen besonde-
ren Spezialfall stellt dabei die perfekte Impfung, mit 100prozentiger (und
lebenslanger) Immunitét bei » = 1 dar.

Aufgrund der aus einem Krankheitsausbruch bekannten Daten soll nun der
kritische Impfanteil v, der Anfilligen bestimmt werden, bei dessen Uber-
schreitung die Bevilkerung vor zukiinftigen, groffen Ausbriichen geschiitzt
ist.

Diesen Zustand bezeichnet man als Herdenimmunitdt.

2.2 Standard SIR Modell mit Impfung

Um geimpfte und ungeimpfte Anfillige in das SIR-Modell einzubeziehen,
benotigt man das Multityp-Modell (siehe auch den Bericht von Marietta
Rottenkolber). Dabei werden zwei Gruppen modelliert (k=2). Die Grup-
penanteile betragen 71 = 1 — v und 7 = v. Dann ist 79 der Anteil der Ge-
impften an der Bevélkerung. Die Ubertragungsraten fiir die beiden Gruppen
betragen:

)\11 = )\21 = A und )\12 = )\22 = )\(1 — 7“). (1)

Die Impfung senkt (als Annahme) nur das Risiko infiziert zu werden, die In-
fektivitit und Infektionsdauer im Falle einer Infektion wird fiir beide Grup-
pen als gleich angenommen, also auch ¢; = 19 = ¢. Der mindestens zu imp-
fende Anteil v, (,kritischer Impfanteil“) der Anfilligen ldsst sich dann nach
dem Konzept des Multityp-Modells (im Fall k=2) berechnen. Dazu bestimmt
man zunéchst die Formel fiir die Basis-Reproduktions-Rate als

R, = L:\ (I—-v)+A1—-7)v (2)
6/

Dabei sollen 6 und 6’ verdeutlichen, dass es sich bei der Formel um ein gewo-
genes Mittel der Basisreproduktionsraten der Geimpften und Ungeimpften
handelt

Ziel der Impfstrategie ist natiirlich, mittels der Gréfle von v die Bedin-
gung R, = 0 <1 zu erreichen. Durch Auflésen zeigt man, dass gilt:

vc:;(l-g) 3)

Dann erfiillt Ey, ,,,(), I) die sogenannte Herdenimmunitdt, falls v > v.
Sollte v, > 1 gelten, dass heisst es wiren mehr als 100% der Anfilligen zu
impfen, um einen grofieren Ausbruch zu verhindern, dann kann Herdenim-
munitét nicht erreicht werden.

Im Spezialfall einer perfekten Impfung gilt: v. =1 — %. Dann ist v, < 1
sicher erfiillt, und v, néhert sich der Eins nur, falls 6 sehr grof ist (asym-
ptotisch). Dies ist auf Abbildung 1 deutlich zu sehen.
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Abbildung 1: Der kritische Impfanteil v, als Funktion von r und 6 (im
Wertebereich [0,1])

Fiir geringere Werte von r sieht die Kurve &hnlich aus, die Funktions-
werte iiberschreiten dann aber fiir gewisse # den Wert v, = 1: So ist wenn
r = 0.7 der Wert v, = 1 fiir # = 3,3 erreicht, bei » = 0.5 bereits fiir § = 2.
Im Falle 7 = 0.1 liegt der erforderliche Impfanteil dann schon fiir eine sehr
geringe Bruttoreproduktionsrate (@ = 1,1) bei 1, siehe Abbildung 1.

2.3 Schitzungen von Konfidenzintervallen fiir v,

Um einen Schétzer und das zugehorige Konfidenzintervall fiir v, zu erhalten,
sind aus den Daten fiir eine Epidemie zunéchst ein ML-Schétzer fiir § und
der dazugehérige Standardfehler s.e.(é) zu bestimmen. Zu beachten sind
hierbei allerdings wieder die unterschiedlichen Beobachtungsmoglichkeiten:
Vollsténdige Beobachtung und Beobachtung der Endgrofe (siehe das Referat
von Christine Hiebl). Die Impfwirksamkeit r wird weiterhin als bekannt und
konstant vorausgesetzt.

Aufgrund der Invarianzeigenschaft des ML-Schétzers fiir 6 ldsst sich dann

auch ein Schéitzer fiir v. bestimmen:

e

Der Schiitzer fiir v, nimmt Werte auf ganz R an.



Fiir den Standardfehler s.e.(?.) gilt dann (Anwendung der §-Methode):

s.e.(f)
s.e.(0;) = 42 (5)

Fiir 9. und den zugehorigen Standardfehler gelten im Falle

e vollstindiger Beobachtung, mit 6 = X’Ay*l:

b = ~(1-5A) (©
71 Z 1
s.e.(ve) = % z —|—(f—|—,u) (7)

e der Beobachtung der Endgrofle, hierbei kénnen zwei Félle unterschie-
den werden:

— die exakte Berechnung, mit 0

se(p) = — 1 \/ Z_ 2z, (10)

Aus den Standardfehlern und der asymptotischen Normalitidt von o, 148t
sich ein Konfidenzintervall fiir ©. konstruieren. Dieses Intervall ldsst sich
am sinnvollsten als einseitiges Konfidenzintervall fir v. schitzen, denn eine
Uberschiitzung des kritischen Impfanteils hat weniger schwerwiegende Fol-
gen als eine Unterschétzung.

Man schéitzt also die obere Intervallgrenze (G,) so, dass man ein einsei-
tiges Konfidenzintervall fiir v, zum Niveau « erhélt:

Go = ¢+ z1-a8.€.(0c), KI:(—00;G,].



Interpretation (jeweils zur Sicherheitswahrscheinlichkeit 1 — a):
e Ist G, > 1, dann lésst sich Herdenimmunitét nicht erreichen.
e Ist G, <0, dann mufl niemand geimpft werden, da dann 6 < 1.

e Gilt 0 < G, <1 lasst sich Herdenimmunitét erreichen, wenn mindes-
tens der Anteil G, der Anfilligen geimpft ist.

Beispiel 1: Verwendet werden die Daten und Ergebnisse des Epidemieaus-
bruchs auf ,, Tristan de Cunha“ (siehe Vortrag von Christine Hiebl).

Gegeben: = 1.056, s.e.(0) = 0.2381,n = 254, m = 1, Z = 39. Hier zuniichst
die Ergebnisse fiir die exakte Berechnung von v, aus den Formeln (8) und
(10):

e 7 allgemein: 0, = 0.05303/r, s.e.(0,) = 0.21352/r
o r=1: i, = 0.05303, s.e.(d.) = 0.21352
o 7 =0.5: 0, = 0.10606, s.e.(0,) = 0.4270

Fiir die Konfidenzintervallgrenze G, gilt fir « = 0.05: G, = 0.35231/r.
Bereits bei » = 1 muss dann mit G, = 0.35231 iiber ein Drittel der Bevolke-
rung geimpft werden, um mit 95%-iger Sicherheit den wahren Wert von v,
zu {iberdecken! Fiir r = 0.5 ist mit G, = 0.70462 zum selben « dann schon
fast 75% der Bevolkerung zu impfen.

Bei Verwendung der Nahfzrungsformel fiir & aus Formel (9) gilt mit 0 ~
1.0585: 0, ~ 0.05527/r, s.e.(0.) ~ 0.12726/r = fiir n=254 mit der Formel
(10) noch schlechte Niherung des Standardfehlers!

3 Heterogenitit in Impfmodellen

3.1 Problemstellung und Umsetzung

Im SIR-Modell mit Impfung l&sst sich — neben der Impfung — natiirlich auch
noch weitere Struktur bzw. weitere Gruppen einfithren. Dabei ist besonders
auch das Haushaltsmodell interessant, dass von Marietta Rottenkolber in
ihrem Seminarvortrag bereits kurz angesprochen wurde.

Um das Haushaltsmodell kombiniert mit Impfungen zu Simulationszwe-
cken einzufiihren, erweist sich bereits die Sellke-Konstruktion im Multityp-
Modell als relativ kompliziert: den die Zahl verschiedener Gruppen steigt
rapide an, gleichzeitig muss auch die Verdnderung der Anfilligkeit durch die
Impfung implementiert sein. Zudem erschwert die reine Fixierung auf die
bloflen verschiedenen Kontaktparameter der einzelnen Gruppen das Versténd-
nis des Modells.

Deswegen habe ich, in der Programmiersprache Java, eine echt objek-
torientierte Simulationsmoglichkeit implementiert, die theoretisch beliebige



strukturelle Komplexitét unter den Anfilligen (und den Infektitsen) ermoglicht.
Programmiert wurde direkt nach der Definition des SIR-Modells (S. 11, An-
dersson).

Auch ermoglicht die objektorientierte Implementierung die Verwendung an-
derer — geeigneter — Verteilungen als die Exponentialverteilung fiir die Si-
mulation der Kontakte mit Infektiésen an. So bietet sich bei erstem naiven
Nachdenken zum Beispiel die Gamma-Verteilung an. Diese Idee habe ich
aber nicht weiterverfolgt.

Es kénnen nicht nur Objekte wie Haushalte oder gar Sportvereine er-
zeugt werden, sondern auch Attribute eingefiihrt werden, deren verschiede-
ne Kombination (weiblich, Kind) etc. zu verschiedener Anfilligkeit, fithren
kann. Prinzipiell wire auch die Implementierung von unterschiedlicher Infek-
tiositéit oder unterschiedlichen Infektionsdauerverteilungen moglich. Damit
sind auch die Individuen (und die Strukturen in der Bevolkerung) keine un-
abhéingig in verschiedenen Vektoren stehende drégen Zahlenreihen, sondern
konnen auch textuell und erkldrend auf dem Bildschirm ausgegeben werden.
Hier ein Beispiel fiir ein Individuum meiner Simulation:

Id: 54 Inf: true, Rem: false, Vac: false, I: 2.4582713141147714,
localInt: 2.0, globInt: 1.0

Dieses Individuum hat die Identifikationsnummer 54, ist infiziert und noch
nicht wieder genesen, nicht geimpft und hat noch eine bestimmte Zeit in
der es infektits ist. Gegeniiber Anfilligen in seinem Haushalt hat es eine
Infektionsintensitiat von 2.0 und gegeniiber allen anderen eine Intensitéit von
1.0. Ahnlich lassen sich auch Haushalte und andere Strukturen ausgeben.

Ein grofler Arbeitsanteil zur Bestimmung der individuellen Anfilligkeit-
sparameter A und der Ermittlung der Infektionsdauer aus I kann dabei
auf die Initialisierung der Bevolkerung verschoben werden. Damit kann der
eigentliche ,,Epidemiealgorithmus“ des Programms verhéltnisméfiig knapp
gehalten werden.

Der Algorithmus der Epidemie besteht darin, aus der Gesamtbevolke-
rung der Anfilligen zunéchst den Zeitpunkt des néchsten Ansteckungs- und
des néchsten Genesungsereignises zu bestimmen, und dann aus diesen beiden
schluflendlich das tatséichlich eintretende Ereignis. Dieses wird ausgefiihrt
und das betroffene Individuum infiziert/entfernt. Anschlieflend erfolgt er-
neut wieder die Suche nach dem néchsten Ereignis.

Der Abbruch der Epidemie erfolgt — definitionsgemé&fl — sobald keine Infi-
zierten mehr in der Bevolkerung vorhanden sind.

Der letzte Vorteil ist die Tatsache, dass sich mit dieser Simulation nicht
nur die Endgrofle, sondern auch der zeitliche Verlauf der Zahl der Infizierten
und der Anfilligen bestimmt werden kann.

Der grofie Nachteil der objektorientierten Java Implementation des Haus-
haltsmodells ist die lange Laufzeit, die eine Simulation mit vielen Durchldufen
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Abbildung 2: Diese Simulation mit 10000 Durchlaufen zeigt eine Epidemie
mit § = 4.0, n = 1000 und m = 1 ohne Impfstrategie.

erfordert: Denn bei der Ermittlung des nichsten Ereignisses muss stets wie-
der fast die gesamte Bevolkerung ,,durchbléttert® werden. Besonders viel
Zeit nimmt dazu auch die erforderliche dynamische Speicherzuteilung fiir
die Objekte in Anspruch!

3.2 Uberpriifung einer Impfstrategie

Zwar wurden die Formeln fiir die kritische Impfgréffe schon mathematisch
bewiesen. Zu Anschauungszwecken ist aber auch eine Kontrolle per Simula-
tion moglich.

Aus der Beobachtung der Endgrofie einer einzelnen Simulation mit n =
1000 und m = 1 mit wahrem 6 = 14.5 habe ich iiber die Formeln (8),(10)
e = 0.72546/r und s.e.(0,) = /r bestimmt. Mit der Annahme einer perfek-
ten Impfung mit r = 1 ergibt sich dann G, = 0.72729.

Um eine halbwegs runde Zahl an Geimpften zu bekommen, habe ich v,
grofBziigig auf 75% gesetzt.

Eine anschlieBende Simulation mit einer Simulationsanzahl von 1000
brachte das Ergebnis in Abbildung 3.

Dort ist zu sehen, dass die Epidemien durch die Impfung — wie gewiinscht
— deutlich unter Kontrolle gehalten werden. Der visuelle Eindruck wird durch
die Mittelwerte der beiden Modelle bestétigt:

Die durchschnittliche Anzahl von Infizierten betréigt 729.10 (emp. Standard-
abw.: 426.72), wenn nicht geimpft wird. Bei Durchimpfungsgrad 75% betréigt
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Abbildung 3: Auswirkungen der Impfung auf die Epidemie aus Bild 2 (10000
Simulationen).
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Abbildung 4: eine Epidemie mit v, = 0.75, Ry = 4 und (a): gleichméBiger
Verteilung der Geimpften iiber alle Haushalte, (b): Durchimpfung von 75%
der Bevolkerung, durch Impfen kompletter Haushalte (10000 Simulationen).

die durschnittliche Anzahl nur noch 7.6496 (emp. Standardabw.: 18.733).

3.3 Simulationen von Haushaltsstrukturen

Es wird angenommen, dass es 250 Haushalte mit jeweils 4 Mitgliedern
gibt. Alle 4 Mitglieder werden als gleich anfillig gegeniiber der Krank-
heit angesehen. Betrachtet wird eine Epidemie wie im vorherigen Kapitel:
A = 11,2 =60, m=1,v. =075 r =1 und n = 1000. Dann gilt
Ry = MpAgt = 4.0 (S. 55f, Andersson). Es werden 10000 Wiederholungen
der Epidemie betrachtet.

Die beiden Abbildungen 4 (a) und (b) zeigen die Simulationsergebnis-
se. Dabei sind in Abbildung 4 (a) 3 von 4 Haushaltsmitgliedern in jedem
Haushalt geimpft, in Bild 4 (b) sind ebenfalls 75% der Bevolkerung, aber
in jedem geimpften Haushalt jeweils alle Mitglieder durchgeimpft. Der Ef-
fekt der Impfung héngt jetzt nicht mehr nur von der Anzahl der Geimpften,
sondern eben auch von der Struktur der Bevolkerung ab.
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Denn obwohl nun der Anteil der Geimpften in beiden Haushalten gleich
ist, sind dennoch die Ergebnisse unterschiedlich:

e im Modell in dem 75% jedes Haushalts geimpft ist, betrigt die mittlere
Anzahl der Infizierten: 0.3662 (emp. Standardabw.: 0.91820).

e im Modell in dem 75% der Bevélkerung, und zwar komplette Haus-
halte, durchgeimpft sind betrédgt die mittlere Anzahl der Infizierten:
6.3315 (emp. Standardabw.: 20.662).

Am sinnvollsten (S.119f, Andersson): GleichméBige Impfung durch alle
Haushalte.

3.4 Auswirkungen falscher Impfstrategie-Annahmen

Betrachtet wird jetzt eine Epidemie mit einer verdeckten Struktur: Frauen
und Ménner sind doppelt so anfillig fiir die Epidemie. Der Wert fiir den
kritischen Anteil der zu Impfenden wird aber ohne Beachtung der Struktur
geschiéitzt. Besteht nun dennoch Herdenimmunitét?

Auch dieses Problem kann mit Simulationen behandelt werden. Dazu
wird zunéchst eine Epidemie mit » = 1,n = 1000, m = 1, 10000 Simulationen
betrachtet. Der Anteil der Geschlechter ist jeweils 50%, die Anfilligkeit der
Ménner ist 6,, = 1, die der Frauen 6y = 3. Damit bestimmt sich 6§ = Ry = 2,
dann gilt (diesmal mit der deterministischen Formel): v, = 0.5. Bei Impfung
ohne Betrachtung der unterschiedlichen Anfilligkeit (also zufélliger Auswahl
der zu impfenden Personen) erhilt man fiir die Zahl der Infizierten:

o Mittelwert : 9.3698
e Standardabw : 24.849

Bei Impfung der Personen proportional zu ihrer Anfélligkeit - also unter
Beachtung der vorhandenen Struktur - (25% der Ménner, 75% der Frauen)
erhilt man analog:

e Mittelwert : 2.7490
e Standardabw : 7.4202

Nicht betrachtete Strukturen kénnen also - trotz eigentlich korrektem
Impfanteil fiir ein homogenes Modell - zu einem groflen Ausbruch der Krank-
heit fithren.

Da in der Realitdt wahre Heterogenitét - insbesondere sozialer Art - nicht
vollstdndig erfasst werden kann, ist immer mit Verzerrungen durch latente
Beziehungen in der Bevdlkerung zu rechnen.

Das bedeutet auch, dass die Ergebnisse der Impfanteilsschéitzungen im-
mer nur als untere Grenze fiir den wahren Anteil von v, zu betrachten ist.
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4 Schitzung der Impfwirksamkeit r

Bei neu eingefithrten Impfungen ist die Impfwirksamkeit r, also die relative
Verringerung der Infektivitéit von Geimpften gegeniiber Ungeimpften, unter
Umsténden noch nicht bekannt. Auch ist es moglich, dass die Grofie von r vor
Einfiihrung einer Impfstrategie an der tatséchlichen Bevolkerung iiberpriift
werden soll. Dies ist generell mit zwei Verfahren moglich.

Klassischerweise ist es iiblich eine sogenannte ,,gematchte“ Studie durch-
zufiithren, bei der man zu jedem Geimpften einen passenden Nicht-Geimpften
mit moglichst dhnlichen soziodemographischen Faktoren und &dhnlicher In-
fektionsexposition betrachtet. Diese Studienpartner kénnen zum Beispiel
Geschwisterpaare sein.

Durch die aufwindige Studienstruktur liefern diese Untersuchungen sehr gut
interpretierbare Ergebnisse, die allerdings mit hohen Durchfithrungskosten
verbunden sind.

Eine Alternative zu diesen Untersuchungen bietet das SIR-Modell. Be-
trachtet wird dabei eine grofie Bevolkerung, von denen nur ein vernachléssig-
bar kleiner Teil geimpft ist, und nur eine kleine Anzahl zu Beginn der Epide-
mie infiziert ist (also m klein). Sei v die Anzahl der (gesondert ausgewihlten)
Geimpften unter den n Anfilligen. Dann muss 7, = v/n vernachlissigbar
klein sein. Nach Ablauf der Epidemie ist unter den Ungeimpften ein Anteil
von Z, und bei den Geimpften ein Anteil von Z,, infiziert, fiir den Gesamtan-
teil der Infizierten Z gilt also:

Z =myZy+ (1 —7p) 20 = Zy (11)

Aus dem Themenkomplex des Multityp-SIR-Modells ist fiir einen grofien
Ausbruch bekannt, dass (Z,, Z,) asymptotisch gegen (7, 7,) konvergiert.
Fiir die Werte (7, 7,) ist bekannt, dass:

1—7, = exp{—tA\[m7y + (1 — )7} (12)
1—7, = exp{—(1—r)\[myTy + (1 —my)7]} (13)

Dann ldsst sich durch Logarithmieren und Dividieren der folgende Zu-
sammenhang herstellen:

_ log(1—1,)

1—r= .
" log(1 —7,)

(14)

Wenn man nun fiir die asymptotischen Werte 7, und 7, die entspre-
chenden Schitzer Z, und Z, einsetzt, erhilt man einen Schéitzer fiir die
Impfwirksamkeit r:

(15)
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Dabei kann 7# Werte in (—oo,1] annehmen. Eine Interpretation der Werte
von 7 erfolgt bei der Betrachtung des Konfidenzintervalls des Schétzers wei-
ter unten. Dieser Schétzer benotigt die oben gemachte Annahme, dass m,
vernachlassigbar ist, noch nicht.

Beim Bestimmen eines Schétzers fiir s.e.(#) — auf einfachem Wege —
wird diese Annahme aber wichtig: Dann kann namlich der Gesamtanteil der
Infizierten als approximativ unabhingig gegeniiber Z, betrachtet werden.
Wegen dieser approximativen Unabhéngigkeit ist die Wahrscheinlichkeit fiir
einen Geimpften infiziert zu werden

To = 1 —exp{—(1 — r)eA[myTy + (1 — my) 7] }- (16)

Fiir Z, gilt dann:
Zy ~ Bin(v, 1,). (17)

Der Wert von Z,, wird von Z, nicht beeinflufit, und kann daher als determi-
nistisch gegeniiber Z, betrachtet werden. Dann sieht man aus Formel (15),
dass

B Var[log(1 — Z,)]

llog(1 — Z,))’
Mittels der 6-Methode, und der Varianz von Z, ldsst sich die Varianz von
log(1 — Z,) bestimmen. Man erhélt schliesslich:

Var(r) (18)

Z,(1 - Z,)
\/;(1 - Zv)‘ log(l - Zu)’ .

Bei der Impfwirksamkeit = birgt nur eine Uberschiitzung des wahren
Parameters die Gefahr der Unterschiatzung des kritischen Impfanteils, was
wiederum zur Folge haben kann, dass ein grofler Ausbruch nicht unméoglich
ist.

s.e.(f) =

(19)

Deshalb ist es an dieser Stelle angebracht, ein einseitiges Konfidenzinter-
vall zu schétzen. Mit der Annahme asymptotischer Normalverteilung von r
gilt

Gy =7 — z1_qgs.e.(T) (20)
und man erhélt das KI : [Gy;1], dass mit Wahrscheinlichkeit 1 — v den
wahren Parameter r iiberdeckt.

Interpretation (jeweils zur Sicherheitswahrscheinlichkeit 1 — «):

e Ist G, < 0, dann ist die Impfung gar nicht wirksam, die Annahme
r = 0 ist legitim.

e Gilt 0 < G, <1, dann iiberschitzt man bei der Annahme r = G,, die
Impfwirksamkeit nicht.

Zur Kritik an dieser Methode zur Bestimmung von 7 ist allerdings zu sagen,
dass die Anzahl anfénglich Infizierter m klein sein muss (woran soll man
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das in der Realitéit erkennen?), und eine grofere Epidemie der Krankheit
abgewartet werden muss.

Beispiel 2: Gegeben: v = 185, Z,, = 16, Z,, = 0.42. Dann ist Z, = 16/185 ~
0.08649 und 7 = 1 — =299048 — (.83394 und s.e.(f) = L2819 — 0.25008. Bei
Annahme von r = G,, = 0.42256 unterschitzt man den wahren Wert von r
mit 95%-iger Sicherheit nicht.

Kommentar zum Beispiel: r liegt sicher echt in [0, 1]. Deswegen ist fiir die-
sen Parameter unter Umsténden eine (logit) Transformation des Schétzers
und des Standardfehlers mit anschliefendem Riicktransformieren sinnvoll!
Problem: Vor der Durchfithrung der Transformation ist zu klédren, ob 7 ein

ML-Schétzer ist!
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